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TbchnicalNotesandCorrespondence  
Ⅱ．ExACT DISCRFnヱAmON OFÅMÅrRlX  
DIFFERENTIAL RICCATl EQUATION 
ThemaintheoremispresentedBrst，followedbytwolemmasthat  
Willbeusedtoprovethistheorem・   
T77eOrem：ConsiderasystemglVenbythefollowlngnOn－Square，  
matrix，di能rentialRiccatiequationwithconstantcoe用cients：  
ExactDiscreti2：ationofaMatriⅩDi鮎rentialRiccati  
EquationWithConstantCoemcients   
KantichaKittipeeraChon，NoriyukiHori，MembeぢIEEE，and  
YasuyukiTbmita   
（～Ⅹ  ＝ⅩAX＋BlX＋ⅩB2＋C  （1）  ＾bsLnzcL－Anexactmethodispresentedfbrdiscretizingaconstant・CO・  
efficient，nOn・Square，matrixdi蝕rentiaIRiccatiequatjon，Whoscsollltion  
isa55umedto既ist．TIler田ultingdiscrete－timeeqlla伽れglV鰯the－781ues  
thathavenoerroratdiscrete・timeinstantsfbranydiscretc－timeinterval・  
Thcmcthodisbascdonamatrix什actionaItransfbrmatioll，Whichismore  
generalthnexistingones，fbrlinean封ngthedirferentialRiccatiequation・  
Anumericalexampleisprescntedtocomparetheproposedmethodwith  
thatbasedongageinvarianceandbilillearization，WhichhasbetterperR）r－  
maIICeSthanthecoIIVentjonaIfbrward－diⅣereIICemetl10d．   
Zndex7brms－DjfFerentialRiccatiequations，discretetimeRiccatiequa・  
tioJIS，eXaCtdiscreti21atjon，eXaCtlinearization，nOn）incarsystems．  
Ⅰ．INTRODUCrlON   
FindingsolutionstodifftrentialRiccatiequationshasbeenasubject  
Ofextensiveresearchinvariousareasofscienceandengineering［l］，  
【2］．Inviewofcontinuingadvancesindigitaldevices，discretizationof  
Riccatiequationshasalsobeenanimportantsu旬ect・Bilineartrans－  
fbTmationis11Sedinr3］tosoIvedifferentialRiccatiequationsandto  
derivetheirdiscrete－timeversionssuchthatgaugeinvarianceispre－  
SerVed．Unfortunately，thisinvariancedoesnotguaranteetheexact－  
nessofthediscrete－timeequationsfor缶nitediscrete－timeintervals．For  
linearsystems，alargenumberofdiscretizationmethodshavebeenpro－  
posed，includinganexactdiscretization［4］，［5】andanapproximate，  
buta）waysstable，discretizationofclosed－loopsystems［6］・Incon－  
trast，arelativelysmallnumberofexactdiscretizatiorlmethodshave  
beenpresentedfornonlinearsystemsandasimplebutveryapproxi－  
matemodelisusual1yused【7］．Recently．amethodwaspresentedin  
［8】fordiscretizingexactlyascalardifferentialRiccatiequationthat  
hasconstantcoe用cients．Unlikethebilinearmethod，Whichyieldsan  
unstablehigher－Orderlinearsystem，thismethodtransformstheorlg－  
inalnonlinearequationintoastablelinearsystemwithnoincreasein  
Order．However，tOreducethedi触rentialRiccatiequationtoalinear  
One，OnemuStSOIvearelateda）gebraicRiceatiequation，Whichisnot  
easyfbrmatrixcases・lnthepresentstudy，thematrixdifferentialRic－  
Catiequationislinearizedusingafractionalvariabletransfbrmation，  
whichjncTeaSeStheoTder，butdoesnotrequlreSuChsolutions，andis  
moregeneralthanthatusedinrlトr31inthesensethata什eeparam－  
etercanbeincorporatedwithoutlooslngtheexactnessofsolutions・An  
exactdiscrete－timeequationwiththesameorderastheoriginalequa一  
日onisthenobtainedbasedonthislinearequation．Althoughsuchexact  
discretizationmaynotexistfbra11typesnonlinearsystems，tryingto  
伽dsl）Chmodelsandexpandtheirclassesareneverthelessimportant  
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whe eX（t）∈RPXq，t∈軋A∈RqXp，Bl∈RPXp，B2∈即Xq，and  
C∈RPXq．1tisassumedthatthecontimous－timesolutionX（t）exists  
withinanappropriatetimeinterval・AnexactdiscretizationlWhosestate  
valuesmatchexactlythoseoftheaboveata11discrete－tirneinstantsfor  
anydiscretizationinterval，Canbeexpressedindeltaformas  
∂Ⅹた＝（ⅩんM12Ⅹん＋M22Ⅹふ＋ⅩんMll＋M21）  
■（ト丁（Mll＋MlつⅩ川‾1，  
Ⅹ0＝Ⅹ（0）  （2）  
whereXhisadiscrete－timeslgnalwith士ニkT，k∈Z，andTbeing  
aunifornldiscretizationinterval．Moreover，占isthedeltaoperatOrde－  
hned【4】as  
A Xん＋1－Ⅹた  
（3）  ∂Ⅹた芸  
andmatricesMりwithapproprlatedimensionssatisfy  
憲；2］  
（→Ha5r→0）  （4）  
一Mll  
M21  
M  
生eHr－I  
T  
H全［‾ざ2封   
（5）   
horderforthisdiscrete－tlmemOdeltoexist，theinversematrixinthe  
r ghトha dsideof（2）mustex st，WhichholdstrueatleastasT→0・ロ   
Thefb）lowinglemmaisagenerali乙atio ofthatpresentedin［1］－［3］  
regard ngahigher－Orderlinear xpressionoftheRiccatiequation・   
LemmaI：LetU＝［Ul，U2］withUl∈RqXp，U2∈RqXqand  
V＝【V ，V2］w thVl∈RPXP，V2∈RPXqbesolutionsonthe  
interval［0、fl】of  
［蔓］＝町可‡］  （6）  
whereF）・isanarbitraryscal ・AssumethatthevariableXcanbede一  
触edbythefbllowl gma血x什actionaltra sfbrmation：  
Ⅹ＝（Ⅴ≡）（U三）‾1  
＝（Vl三1＋V2三2）仰1三1＋U晶）‾－  （7）  
where＝＝［＝T．＝T］Twith三1∈R抑，三2∈R榊isaconstant  
matrixsuchthatU＝isnonslngular．Then，ⅩsatisBesthedi飴Tential  
RiccatiequatioT （1）on【0，t⊥】．Conve sely，ifXisasolutionof（1）on  
【0，りandUisa且1ndament幻soludomof  
＝卜AX－B2＋仰   （8）  
thenthepairUandV＝ⅩtJisasolutioれOf（6）on［0．tl］■   □  
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PTVdqflemma］：Since（dY－1／瑚＝－Y‾1（dY／瑚Y－1，  
thedifftrentiationof（7），uSing（6），yields  
筈＝（筈三）（mrl－（Ⅴ三）（町1（封（町1  
＝†C（U三）十（臥＋′ムⅠ）（Ⅴ三））押三）‾1  
－Ⅹト（B2－〃Ⅰ）（U三トA（Ⅴ≡）i（U三）‾1  
ニC＋BlX＋ⅩB2＋ⅩAX＋JlX一ⅩJ‘  （9）   
Whichis（1）・Aslongasasolutionofthedi触rentialRiccatiequation  
exists，matdx＝canbechosensuchthat（U三）‾1exists（Theorem6．4，  
r21）・Conversely，ifXisasolutionof（1）on［0，tl］andUisafunda－  
mentalsolutionof（8），thenthepairUandV＝ⅩUsatisfies  
Wherethenon－Singularityof21た＋T8Zk（＝Zk＋1）tricklesdownto  
theexistenceofthediscrete－timemodellaterin（21）．Equa（ions（15）  
and（16）yield   
∂（Yん祈1）＝〔∂Yた－（Yた＋r∂Yた）（Zた＋r郡毎）‾1吼】祈1・  
（17）  
Therefbre，thedi舵rencequotientof（7）canbewrittenas  
βⅩた＝り（Ⅴた三）叩ん三）‾1】  
＝【（∂Ⅴた）ニーi（Ⅴた＋r∂Ⅴた）三）  
・（（Uぉ＋r即Uた）≡1‾1（がUん）司叩ん≡）‾1   
＝（βⅤた）三叩た三）‾1－（Ⅴた≡＋r∂Ⅴた三）（Uた三）‾1   
・（（Uた三＋r相克≡）（Uふ三）－1）‾1   
・（√Uり三（Uた≡）‾1  
［董］＝［   
＝［  
トAX－B2＋ノは）U   
欝U＋Ⅹ晋  
（18）  
A  
ーB2＋〟Ⅰ －  
C Bl＋ 
Ontheotherhand，theexactdiscretization（11）inLemma2and（6）  
Whichis（6）・  【Elldofpl・00f］  
1nthedigitalcontroJcomrnunlty，thefollowingdiscrete－timesystemis  
Oftencalledthestep－invariantmodel［4】of（6）．   
L・emma2：Theexacldiscretizationof（6）isgivenbythefbllowing：  
（封Jん）三（U七三）‾1＝－（1＋〃・′r‖（Mll一所）＋Ml。Ⅹん）  
（∂Ⅴた）三叩七三）‾⊥＝（1＋〆r）†M21＋（M。2＋叩Ⅰ）Ⅹた‡（19）   
Where  
［粧｛仙′r）M十叫 
ご：］  
〆  り＝ 
1＋／げ  
（11）  
（20）  
Where   Usingequationsin（19）andthefactthat（Ⅰ＋TZr12i＝Z（Ⅰ＋TZ）－1  
（18）carlbearrangedfurtheras  
／e〃了1－1  
（12）  〃 ＝  
∂【Ⅹた】＝（1十〆r）（M21＋（M22＋可）Ⅹり  
＋［Ⅹた＋r（1＋〃′r）iM2ユ＋（M22十可）Ⅹた）］  
・（1＋／ノア）†（Mll－†7Ⅰ汁M12Ⅹり   
・【ト丁（1＋〆r川Mll一珊＋M12Ⅹ刷‾－  
＝（1十〃′r）【M21＋M22Ⅹん＋りⅩた  
＋ⅩたHM11一再）＋M12ⅩたH   
・【ト丁（1＋〆r川Mll一珊＋M12Ⅹた）】‾1  
＝（1＋Jけ）【M21＋M22Ⅹ太＋りⅩん＋ⅩたMll  
－Ⅹ刷＋ⅩたM12Ⅹた】   
・［（1＋／け）†トr（Mll＋M12Ⅹ川］‾1  
＝【M21＋M22Ⅹた＋ⅩたMll＋ⅩたM12Ⅹた】  
・（トr（Mll＋M12Ⅹり‡‾1  
WhichapproachesI上aSr→0．  □  
P7T）qrqfLemma2：Itisknown［4］thatthediscrete－timemodel  
Whose state matches exactly that ofa continuous－time onglrlalis  
POSSiblefbrpleCe－wiseconstantlnPutS．1nthepresentcase，thelinear  
SyStem（6）hasnoinputandthisschemeisapplicabledirectly，SOthat  
問＝妄（e（H軋Ⅰ 〉阿  
Thiscanberea汀angedas  
［覇＝妄〈（enr 
瑚ビHr（町欄  
（13）  
（21）  
＝（M＋（rM＋Ⅰ）〆）   
＝（（1＋ノけ）M＋〃′Ⅰ〉  
Whichis（2）・  【EndofProofl  
Someobservationsontheproposedexactdiscretizationarelisted  
（14）be】ow：  
1）ParameterFl，Whichaffbctstheeigenva］uesofthesystemmatrixof  
thelinearizedsystem（6），disappearsbysubtractioninthedi触ト  
Whichis（11）．  【EndofProof】  
ThetheoreTTlisnowpTOVenbelowusingLernrnasland2．  
PTVげqftheoTYm：Fromthede触itionofdeltaoperator（3），itcan  
beshownthatfbrtheproductoftwononslngularmatricesYkandZk，  
itsdif托rencequotientcanbewrittenas  
占（YたZた）＝rβYた）ヱん＋Yん（柁吊十r（占Yり（きZと）．（15）   
LetdngZk＝Y；1intheaboveandusing6Ⅰ＝0，OneObtains  
entialRiccadequadon（9）．Furthermore，intheexactdiscrete－1ime   
Riccatiequation，theparameterJ！disappearsbydivisionin（21）．  
2）Themethodpresen edin［3］isbasedontheforwa∫d－difference   
pproximationoflineariz・ed（6）withXたbeingsquareand／L＝0．   
Theoriginalvariableisthencalculatedfrom  
Ⅹた＝Ⅴたロ；1  （2ユ）  
■■■■ Whichco汀eSpOndsto三1＝Opx9，ご短：＝Ⅰ9Xqin（7）．HoweY町  
thelinearizedsystemisunstablewher）FL＝0andthecomputation  
ofU【1causesnumericalproblemsinsimulationsastimeelapses，   占（祈l）＝－（Zた十r占‰）十占Z鳥・町1  （16）  
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Where  
βl＝ →Bl（r→0），  
r  
?????????
ピーB2r＿Ⅰ  
β2＝   →B2（r→0）  （27）  
一丁  
and   
（28）  
O（丁）＝真宗妾軒C（一軒  
6）WhenA＝OandB2 ＝0，thedi能rentialRiccatiequation   
reducestoalinearmatrixfbrm，forwhichtheexactdiscretization   
becomes  
占Ⅹん＝（M22Ⅹん＋M21）（Ⅰ－rMll）」．  （29）  
0  0．5  1  1．5  
Time（S）   
Fig．1．Simulationrest］ltscomp訂ingthestat sx21and3・220fcon inuous－time  
SyStemandthoseoftheproposedandHirola’ssystemfbrT＝0．1s．  
Moreexplicitly，Since  
H”＝ 
and，thus   
［。ご竺1。品］  
（29）yieldsamorefhmi1iarfbrmas  
M＝［碁∬。ミュTか。量］   
ア   
軋＝竿Ⅹん＋妄／e81rれC  
O   
Whichisamatrixversionofthewe11knownvectorcase［4］．  
?????????
（30）  
（31）  
0  0．5  1  1．5  
Time（S）   
Fig．2．SimlユIationresultscomparingthestatesa・21and：r220fcontinuous－time  
SyStemandthoseoftheproposedandHirota’ssystemforT＝0．3s．  
（32）  
duetodivergenceofUk．Thediscrete－timemodelexpresseddi－  
rectlyinXんCanbeobtained，alongthesamelineas（18）－（21），aS   
∂Ⅹた＝（ⅩふAXた＋訊∬た＋ⅩたB2＋C）  
・†Ⅰ－r（B2＋AXい）」．（23）  
Forcomparison，thefbrward－differencediscretizationasapplied  
directlytothedi能rentia）RiccatiequationisglVenby  
∂Ⅹん＝ⅩたAXた＋BlXた＋ⅩたB2＋C．   （24）  
Thedi能rencebetweenthemethodof［3】，（23），andthefbrward－  
differencediscretization，（24），isonlyinthedenominatoranddis－  
ap匹訂SaSr→0．  
3）Whenp＝0，U（0）＝【Opxq・Iq］，and三2ischosentobenn  
gularsothatV（0）＝＝Ⅹ（‘0）＝2，then（7）reducestothatglVenln   
【2］，Wherethenon－SingularityofmatrixU＝isguaranteed，aSlong  
asacontinuous－timesolutiontothedi能rentialRiccatiequation  
exIStS．  
4）SincelimT㌧【心（㌔汀一Ⅰ）／r＝H，aSr→0，itfbllowsthat：  
Mll→B2，M12→A、M21－→C，M22→Bl． （25）  
ThlS，thefbrmofdiscretization（2）approachesthatof（l）asT→  
0．   
5）WheTIA＝0，therighトhandsideofthedi蝕rentialRiccatiequa－  
tionbecomesaLqapunovtypeequation，anditsexactdiscretiza－  
doncanbewrittenas  
占Ⅹた＝‡β1Ⅹた＋Ⅹたβ2＋C＋0（r））‡Ⅰ＋rβ2）‾1（26）   
Ill．SIMULJmONExAMPLE   
Simulationsarecarriedoutforthefollowing3×2matrixdifftrential  
Riccatiequation：   
﹈????
???
?
???
????????
﹈???? ???
???? ???
?????
??????????
???
??
﹈???ー ? ー??? ??? ?????? ?????????
汀11 ∬12   
訂21 J22   
諾31 ∬ユ2  
???????】?
﹈?
????．????????「??
??
??? ????????﹈???
﹈?
?????
????
????
??
??
withtheinitialconditionglVenby  
J（0）＝  
「  
????????
（34）   
Figs．1and2show，reSPeCtively，fbrT＝0・1andO■3seconds，theini－  
tial－StatereSPOnSeSOfthecontinuous－timesystemevaluatedusingthe  
Runge－KuttarnethodinSimulink，theproposeddiscrete－timemodel，  
andHirota’smode ．Theseplotsshowthattheproposedmodelgives  
Lhediscrete－ti皿eSequenCethatmatchesthecontinuous－timesoludon  
atdiscrete－timeinst nts，WhileHirota’smodelgivessequencesthatare  
non－divergingbutinexact・Althoughnotshownhere，thefbrward－difL  
ftrencemoddapplieddirectlytothegivenRiccatiequationyieldser－  
rorsthata∫eCOmparabletoHirota’sfbrT＝0．1sbutaredjvergentfbr  
r＝＝0．3s．   
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ⅠV CoNCLUSION   
Amethodhasbeenproposedfordiscretizinganon－Squarematrix  
diffbrentialRiccatiequationwithconstantcoe用cientssuchthatthere  
isnoerrorinitssolutionatdiscreteqtimeinstantsfbranydiscrete－time  
interval，aSlorlgaSaCOntinuous－timesolutionoftheRiccatiequation  
exists．Sincetheexactdiscrete－timeequationforlinearsystemshave  
beenextremelyvaluableinthe鮎1dofdigitalcontrol［4］，【6］，thepro－  
POSedmethodforthedi馳rentialRiccatiequationisbelievedtobean  
importantfirststeptowardsitsextensiontononlinearCaSeS．  
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